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摘要。本文提出一种离心压缩机叶轮叶片中弧线的解析构造方法，以两端中心对称的伯努利双纽
线光滑片段为基础。由曲线的隐式方程导出纵坐标的显式表达式，以保留结点两侧各自的符号。进
一步推导了按给定进口角进行旋转，以及根据弦线与出口圆的交点进行等比缩放的公式。得出了弧
长、曲率和出口几何角的表达式。文中给出该片段适合构造沿径向延伸的叶片的条件，并说明几何
结果在气动解释上的适用范围。
关键词。离心压缩机、叶轮、叶片中弧线、伯努利双纽线、曲率、型线设计。

1 引言
叶片中弧线在叶轮平面图中确定叶片从进口边缘到出口边缘的走向。中弧线与厚度分布规律、流道
宽度及相邻叶片的位置共同决定叶片间通道的几何形状。即使进口直径、出口直径和边缘处的角度
相同，不同的中弧线仍可在叶轮内部形成不同的切线方向和流通截面。这会影响气流沿通道转向、
加速或减速的位置，以及叶片表面载荷的分布。
进行几何型线设计时，可用圆弧来定义中弧线。圆弧的曲率恒定。在气动型线设计中，确定叶片形
状的方法之一是预先给定叶片表面相对速度的分布[1, 2]。本文采用的几何方法给出一个解析曲线
族，可以在进口边缘和出口边缘之间的整个区间内计算切线方向和曲率的变化。因此，在计算流场
之前即可评估初始几何形状。
所选双纽线片段沿一条光滑分支通过结点。曲率在片段中点处为零，并在此处改变符号。偏离拐点
越远，曲率绝对值越大。切线的转向分布在相接的两段曲线上，方向和曲率在接点处连续。中心对
称性决定了端点切线之间的关系。将曲线布置在叶轮内后，该关系须与所要求的边缘位置及出口角
相容。

1.1 选择该曲线的气动依据
在平面模型中，若相对流线接近叶片中弧线，流线的几何曲率会影响法向加速度。设相对速度大小
为W，流线的有符号曲率为 κт，则有

an = W 2κт. (1)
中弧线的曲率分布可作为估计上述加速度分布的几何依据。在W 相同的条件下，流线曲率绝对值
越小，法向加速度绝对值也越小。在以恒定角速度 ω旋转的坐标系中，定常流动的运动方程沿法
向投影为

ρгW
2κт = −∂p

∂n
− ρг

[
2ω ×W + ω × (ω × r)

]
· n+ (∇ · τ ) · n. (2)

式中，p为压力，ρг为气体密度，τ 为黏性应力张量，r为相对于旋转轴的径向位置矢量，n为所
考察平面流线的左侧单位法向量。几何项W 2κт应与科里奥利力和离心力的作用一同考虑。仅凭中
弧线的曲率无法确定压力分布、边界层发展或分离边界。
在势场 Φ中，可以用质点沿给定弧线无摩擦运动的理想情形作物理类比。设 v1为质点的初始速
度，s为路径长度，则通过弧线所需的时间由下列积分确定

T =

∫ L

0

ds√
v21 + 2

[
Φ(0)− Φ(s)

] . (3)
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如果要证明在给定初始条件和势场下沿弧线与沿弦线的运动时间相等，就必须另行证明相应的两个
积分相等。叶轮内的气体流动还受到压力和黏性应力的影响。因此，选择双纽线的工程依据是曲率
分布可计算，且曲线可与叶轮几何相匹配。损失能否降低、效率能否提高，仍须通过气动分析检
验。

2 双纽线的原始分支
设D1和D2为叶轮平面内分别经过中弧线起点和终点的圆的直径。在局部坐标系O′xy中，双纽线
的两个焦点为 (−C, 0)和 (C, 0)，其中 C为结点到任一焦点的距离。参数 C与所选片段沿 x轴的半
跨度 a由下式给定

C = D2 −D1, D2 > D1 > 0, (4)
a =

D2 −D1

2
√
2

. (5)

记A =
√
2C，则双纽线的经典方程为 (x2 + y2)2 = A2(x2 − y2)[3]。在本文采用的记号下，该方程

可直接由到两焦点距离的乘积恒定这一条件导出√
(x− C)2 + y2

√
(x+ C)2 + y2 = C2, (6)

(x2 + y2 + C2)2 − 4C2x2 = C4, (7)
(x2 + y2)2 = 2C2(x2 − y2). (8)

令 S(x) =
√
C4 + 4C2x2。将 y2单独写在等式左侧，得到

y2 = S(x)− x2 − C2, (9)
f(x) = sgn(x)

√
S(x)− x2 − C2, (10)

−a ≤ x ≤ a, f(0) = 0. (11)

在图 1中，该分支从第三象限延伸到第一象限，因此 x与 f(x)的符号相同。纵坐标的符号不可忽
略。若结点两侧的平方根均取同一符号，则相接两段的切线方向不同。
下列有理化形式便于在结点附近计算，也说明该分支可解析地延拓通过结点

S(x)− x2 − C2 =
x2(2C2 − x2)

S(x) + x2 + C2
, (12)

f(x) = x

√
2C2 − x2

S(x) + x2 + C2
. (13)

函数 f 为奇函数。最后一个公式中根号内的表达式在整个选定区间上均为正。片段的起点、终点、
弦矢量和弦长依次由下式确定

q(x) =
(
x, f(x)

)T
, (14)

q1 =
(
−a,−f(a)

)T
, (15)

q2 =
(
a, f(a)

)T
, (16)

q2 − q1 = 2
(
a, f(a)

)T
, (17)

l1 = ∥q2 − q1∥ = 2
√

a2 + f(a)2. (18)
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（a）局部坐标轴中的光滑分支 （b）旋转及与圆周的定位
图1: 中弧线的构造。以下计算中的 l1和 l2分别指原始弦长和最终弦长。

3 原始片段的切线和曲率
当 x ̸= 0时，对恒等式 f2 = S − x2 − C2求导

S′(x) =
4C2x

S(x)
, (19)

2f(x)f ′(x) =
4C2x

S(x)
− 2x, (20)

f ′(x) =
x

f(x)

(
2C2

S(x)
− 1

)
. (21)

切线在结点处连续。对有理化后的表达式展开，得到

f(x) = x− x3

C2
+O

(
x5

C4

)
, x → 0, (22)

f ′(0) = 1, (23)
f ′′(0) = 0. (24)

导数 f ′为偶函数，因此 f ′(−a) = f ′(a)。在局部坐标轴中，进口处的切线方向用角度 α1表示。切
线斜率等于割线斜率的极限

f ′(−a) = lim
h→0+

f(−a+ h)− f(−a)

h
, (25)

α1 = arctg
(
f ′(−a)

)
. (26)

有符号曲率 κ0按 x增大的方向定义。当 x ̸= 0时，二阶导数和曲率分别为

f ′′(x) =

2C2

S(x)
− 1− 8C4x2

S(x)3
−
(
f ′(x)

)2
f(x)

, (27)

κ0(x) =
f ′′(x)[

1 +
(
f ′(x)

)2]3/2 . (28)
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设 ρ = ∥q(x)∥为到结点的距离，φ为局部极角。分支的正半段满足 ρ2 = A2 cos(2φ)。对 φ求导，
得到

dρ
dφ = −ρ tg(2φ), (29)
d2ρ
dφ2

= ρ tg2(2φ)− 2ρ

cos2(2φ) , (30)

ρ2 + 2(dρ/dφ)2 − ρd2ρ/dφ2[
ρ2 + (dρ/dφ)2]3/2 =

3ρ

A2
. (31)

最后一个表达式给出沿 φ增大方向的曲率。在 x > 0的区间内，比值 f(x)/x随 x增大而减小，因
为其有理化表达式中根号内的分子减小、分母增大。因此，φ随 x增大而减小。考虑到 f ′′为奇函
数、f ′为偶函数，整个片段上的曲率规律为

κ0(x) = −
3 sgn(x)√x2 + f(x)2

2C2
, κ0(0) = 0. (32)

特别地，ρ2 = S(x)− C2随 |x|增大而增大。所选分支的曲率绝对值在两端达到最大值，结点为拐
点。

4 在叶轮内定位曲线
4.1 对齐进口点和切线
全局坐标系OXY 的原点位于叶轮轴线上。X 轴沿径向指向进口点 P1。规定逆时针旋转为正。进
口几何角 β1从逆旋转方向的切线向径向外侧量取。两个半径和给定的进口单位切向量分别为

r1 =
D1

2
, (33)

r2 =
D2

2
, (34)

P1 = (r1, 0)
T, (35)

t1 = (sinβ1,− cosβ1)T. (36)

将片段起点移至 P1后，原始角度 β′
1也从同一参考方向量取。两角之差确定旋转角 γ

β′
1 =

π

2
+ α1, (37)

γ = β1 − β′
1, (38)

R(γ) =

(cos γ − sin γ
sin γ cos γ

)
. (39)

平移和旋转适用于整个片段。特别地，旋转后的弦矢量由原始弦的两个端点之差确定

U(x) = P1 +R(γ)
[
q(x)− q1

]
, (40)

d = R(γ)
(
q2 − q1

)
, (41)

∥d∥ = l1. (42)
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4.2 射线与出口圆的交点
从 P1沿旋转后的弦矢量方向作射线。其与半径为 r2的圆的交点由满足以下条件的正参数 λ确定

P2 = P1 + λd, (43)
∥P1 + λd∥2 = r22, (44)

l21λ
2 + 2(P1 · d)λ+ r21 − r22 = 0. (45)

由于 r2 > r1，该二次方程恰有一个正根，对应从进口指向出口的交点。记B = P1 · d，得到

λ =
−B +

√
B2 + l21(r

2
2 − r21)

l21
, (46)

l2 = ∥P2 − P1∥ = λl1, (47)

kм =
l2
l1

= λ. (48)

当 dX ̸= 0时，若将直线写成 Y = kX + b，其与圆的交点方程可写成下列标量形式

k =
dY
dX

, (49)
b = Y1 − kX1, (50)
j1 = 1 + k2, (51)
j2 = 2kb, (52)
j3 = b2 − r22, (53)
j4 = j22 − 4j1j3, (54)

X2 =
−j2 ±

√
j4

2j1
, (55)

Y2 = kX2 + b. (56)
直线与圆有两个交点。应选取满足 (P2 − P1) · d > 0的交点。弦为竖直线时，仍可使用矢量形式。

4.3 中弧线的最终方程
以进口点 P1为基点进行等比缩放。中弧线的主要计算方程

P (x) = P1 + kмR(γ)
[
q(x)− q1

]
, −a ≤ x ≤ a. (57)

在叶轮坐标系中
X(x) = r1 + kм

[
(x+ a) cos γ − (f(x) + f(a)) sin γ], (58)

Y (x) = kм
[
(x+ a) sin γ + (f(x) + f(a)) cos γ]. (59)

参数表示法保留变换前后各点的对应关系。对局部公式本身进行等比缩放时，使用以下恒等关系
x̃ = kмx, (60)
C̃ = kмC, (61)

ỹ(x̃) = sgn(x̃)
√√

C̃4 + 4C̃2x̃2 − x̃2 − C̃2. (62)

局部区间相应变为 [−kмa, kмa]。旋转使进口切线与 t1对齐，随后缩放保持该方向。按构造可知
P (−a) = P1、P (a) = P2，且 ∥P2∥ = r2。
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5 几何与出口角校核
变换后的叶轮中弧线的单位切向量、弧长和曲率由下列关系确定

t(x) =
R(γ)(1, f ′(x))T√

1 +
(
f ′(x)

)2 , (63)

s(x) = kм

∫ x

−a

√
1 +

(
f ′(u)

)2 du, (64)

L = kм

∫ a

−a

√
1 +

(
f ′(u)

)2 du, (65)

κ(x) =
κ0(x)

kм
, (66)

max
x∈[−a,a]

|κ(x)| =
3
√
a2 + f(a)2

2kмC2
. (67)

正的缩放系数不改变切线方向，但会改变弧长及曲率绝对值。在全局坐标系中，拐点位于弦的中点

P (0) =
P1 + P2

2
. (68)

为核验曲线沿径向的变化，计算曲线点到轴线的距离及其导数
r(x) =

√
X(x)2 + Y (x)2, (69)

dr
dx =

P (x) · P ′(x)

r(x)
. (70)

曲线在全区间内可表示为半径的单值函数的一个充分条件是当 r > 0时dr/dx > 0。除了将端点定
位在相应圆周上，还需要验证这一条件。当dr/dx > 0时，设当前位置的几何角为 β(x)，则切线
沿径向和周向的投影给出

dr
ds = sinβ, (71)

r
dθ
ds = − cosβ, (72)
dθ
dr = −ctgβ

r
. (73)

因此，中弧线的周向位置取决于角度沿整条曲线的分布。
在出口处定义径向与周向单位矢量。周向与旋转正方向一致

er,2 =
1

r2
(X2, Y2)

T, (74)

eθ,2 =
1

r2
(−Y2, X2)

T. (75)

出口几何角由切向量 t(a)的两个投影确定
sinβ2 = t(a) · er,2, (76)
cosβ2 = −t(a) · eθ,2. (77)

两个投影的符号确定角度所在的象限。由于原始分支两端的切线同向，t(a) = t(−a)。若 θ2为点
P2相对于X 轴的有向极角，则有

β2 ≡ β1 − θ2 (mod 2π). (78)
给定D1、D2和 β1后，对称片段的出口角由构造确定。只有满足上述关系，才能独立指定两个角
度与两条边缘的位置。在端点和角度固定的条件下比较型线时，应先核验这一条件，再比较曲率。

6



列万·阿尔蒂拉克瓦 叶片中弧线

6 中弧线与叶片间通道
图2说明不同的中弧线如何改变叶片间通道的形状。科研生产公司Khimmash‑Kompressor
Service（HKS）的中弧线由双纽线构造。LPI曲线对应列宁格勒理工学院的型线设计方
法，R = const 表示圆弧。图中展示了不同方案的几何差异，可用于建立相同条件下的计算模型。

图2: HKS、LPI 和恒定曲率半径方案的中弧线及叶片间通道示意图。

在平面模型中，沿中弧线规定半厚度分布 h(s)，以构造叶片两侧的型线。若 n(s)为左侧单位法向
量，t(s)为单位切向量，则两侧型线由下式给出

P±(s) = P (s)± h(s)n(s), (79)
dP±
ds =

[
1∓ h(s)κ(s)

]
t(s)± dhdsn(s). (80)

条件 h(s)|κ(s)| < 1足以保证两侧型线在局部均为正则曲线。流通截面还取决于叶轮的子午面宽
度、厚度分布及周向节距。给定叶片数 z后，将中弧线绕叶轮轴旋转一个角节距，即得到相邻叶片
的中弧线

∆θ =
2π

z
. (81)

几何模型中需要校核流通截面、相邻叶片两侧型线是否相交，以及边缘与子午面轮廓是否相符。若
要在比较计算中单独评估曲率分布的影响，应固定边缘位置、进口和出口角、厚度分布、子午面几
何、转速、流量及气体进口状态。在这些条件下，计及计算精度，速度场、损失和效率的变化可归
因于中弧线形状的变化。

7 结论
伯努利双纽线的对称片段给出一条可解析确定的中弧线，其切线和曲率均连续。曲率符号相反的两
段在拐点处相接。每一段的曲率绝对值由到原始曲线结点的距离和变换的缩放系数确定。

7
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该方法使进口切线与给定的几何角对齐，并使出口点位于外圆上。正的缩放系数由旋转后的弦向射
线与该圆的交点唯一确定。出口角可由端点的相对位置及两端切线同向这一条件求得。
这种几何形状在气动上是否适用，需要根据可比通道内的流动特性和损失判断。文中公式为这种验
证提供了可复现的初始几何。

8 HKS叶轮的数值算例
对于HKS叶轮，直径D1和D2确定进口边缘和出口边缘的位置。计算过程中不进行中间舍入。

8.1 双纽线的原始片段

D1 = 296mm,

D2 = 560mm,

β1 = 39,069◦,

r1 =
296

2
= 148mm,

r2 =
560

2
= 280mm,

C = 560− 296 = 264mm,

a =
264

2
√
2
≈ 93,338095mm,

f(a) =

√√
2644 + 4 · 2642a2 − a2 − 2642 ≈ 83,377566mm,

q1 ≈ (−93,338095; −83,377566)Tmm,

q2 ≈ (93,338095; 83,377566)Tmm,

l1 = 2
√
a2 + f(a)2 ≈ 250,310356mm.

8.2 旋转及与出口圆的定位

f ′(−a) = f ′(a) =
a

f(a)

(
2 · 2642√

2644 + 4 · 2642a2
− 1

)
≈ 0,70861238,

α1 = arctg f ′(−a) ≈ 35,321859◦,

γ = 39,069◦ − 90◦ − α1 ≈ −86,252859◦,

P1 = (148; 0)Tmm,

d = R(γ)(q2 − q1) ≈ (178,598554; −175,379106)Tmm,

B = P1 · d ≈ 26 432,586003mm2,

kм =
−B +

√
B2 + l21(280

2 − 1482)

l21
≈ 0,617199818,

l2 = kмl1 ≈ 154,491506mm,

P2 = P1 + kмd ≈ (258,230995; −108,243952)Tmm,

∥P2∥ =
√
X2

2 + Y 2
2 = 280mm.
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8.3 弧长与出口角
在原始分支上积分，并计入缩放系数，得到中弧线长度。

L = kм

∫ a

−a

√
1 + [f ′(x)]2 dx ≈ 154,687625mm,

L− l2 ≈ 0,196119mm,

θ2 = arctg
(
Y2
X2

)
≈ −22,742208◦ (X2 > 0),

β2 = β1 − θ2 ≈ 61,811208◦.

HKS叶轮出口几何角的原始数值为 β2,табл = 61,829◦。两者差值的绝对值为

|β2 − β2,табл| ≈ 0,018◦.

8.4 极坐标参数化与采样点
极点O位于叶轮轴线上。射线 θ = 0通过进口边缘 P1。规定逆时针方向的极角 θ为正。在本算例
中，从进口边缘向出口延伸时，极角为负。θ表示点的位置，β表示切线相对于当地周向的倾角。
直接计算坐标。在所选光滑分支上引入无量纲参数 u。当 x ̸= 0时，令 y/x = (1− u2)/(1 + u2)，
且 u与 x同号。代入双纽线原始方程，并将分支延拓通过结点，可得

A =
√
2C, D(u) = 1 + u4,

v(u) = (u+ u3, u− u3)T,

q(u) =
A

D(u)
v(u),

u∗ =

√
a− f(a)

a+ f(a)
, −u∗ ≤ u ≤ u∗.

其中 u = −u∗对应进口，u = 0对应拐点，u = u∗对应出口。在全局坐标系中，对称中心M 和位
置矢量表达式的分子N(u)由下式确定

M =
P1 + P2

2
,

N(u) = D(u)M + kмAR(γ)v(u),

P (u) =
N(u)

D(u)
.

因此，可直接由参数计算极坐标

r(u) =

√
NX(u)2 +NY (u)2

D(u)
,

θ(u) = arctg
(
NY (u)

NX(u)

)
当NX(u) > 0.

一般情况下，极角所在象限由两个坐标的符号确定。依次代入 u的各个取值即可绘制整条曲线。若
输入量为极角 θ，则半径 r(θ)可通过射线与所选分支的交点求得。为此，在原始方程中代入

q =
R(γ)T(r(cos θ, sin θ)T −M

)
kм

.

在所得关于 r的四次方程的各个根中，选取对应所需分支且位于 P1到 P2之间的交点。
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列万·阿尔蒂拉克瓦 叶片中弧线

等半径步长采样。表中采用11个采样点，包括两条边缘。半径条件及系数记号如下

∆r =
280− 148

11− 1
= 13,2mm,

ri = 148 + (i− 1)∆r, i = 1, . . . , 11,

b = (bx, by)
T = R(γ)TM ,

Ei = ∥M∥2 − r2i .

由于 ∥q(u)∥2 = 2A2u2/D(u)，展开条件 ∥P (ui)∥2 = r2i 得到

Ei(1 + u4i ) + 2kмA
[
(bx + by)ui + (bx − by)u

3
i

]
+ 2k2мA

2u2i = 0.

对于中间半径，取区间 [−u∗, u∗]上的实根。该区间内半径单调增大，因此每个 ri恰有一个对应
根。表中数值由多项式的根代入 θ(ui)的计算式求得。
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列万·阿尔蒂拉克瓦 叶片中弧线
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P1   148 mm, 0°       P2   280 mm, 22.742°

图3: 极坐标下的双纽线（红色）和弦（蓝色）。细线连接黑色采样点与极点O。

表1: 11个采样点的极坐标
序号 r，mm θ，度
1 148,000 0,000
2 161,200 −5,097
3 174,400 −8,672
4 187,600 −11,393
5 200,800 −13,581
6 214,000 −15,423
7 227,200 −17,041
8 240,400 −18,522
9 253,600 −19,931
10 266,800 −21,323
11 280,000 −22,742
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列万·阿尔蒂拉克瓦 叶片中弧线

8.5 有符号曲率分布
沿进口至出口的方向，曲率随半径的变化由参数方程给出

r = r(u),

κ(u) = − 3Au√
2 kмC2

√
1 + u4

.

第二式由曲率规律 κ0 = −3 sgn(u)∥q(u)∥/(2C2)与曲线的等比缩放关系导出。拐点M 处曲率为
零。对本算例的叶轮，有

κ(P1) = −κ(P2) ≈ 4,364 · 10−3mm−1,

∥M∥ ≈ 210,203mm.

圆弧通过 P1和 P2，并与双纽线具有相同的进口切线。设进口的左侧单位法向量为 n1，弦矢量为
c = P2 − P1。由两端点到圆心的距离相等，可得

κокр =
2n1 · c
∥c∥2

≈ +1,455 · 10−3mm−1.

148 170 190 210 230 250 280
 r mm

4

2

0

2

4

 
10

3  mm
1

210.203 mm

图4: 边缘位置和进口切线相同时，HKS中弧线与圆弧的有符号曲率。

双纽线的曲率逐渐减小并改变符号。其绝对值在拐点附近小于圆弧的曲率，在靠近两条边缘处大于
圆弧的曲率。两条曲线的出口切线不同。损失和效率的比较需要在相同条件下进行流动计算。
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